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ABSTRAKT
Pra´ce se zaby´va´ matematicky´mi modely popisuj´ıc´ımi dynamiku letu rakety. Po-
jedna´va´ hlavneˇ o proble´mu hladke´ho prˇista´n´ı za r˚uzny´ch podmı´nek, ale je zde take´
rozebra´n model pro maxima´ln´ı dolet rakety. Vybrane´ modely jsou doplneˇny o nu-
mericka´ rˇesˇen´ı. Nechyb´ı zde take´ teoreticky´ u´vod k dane´ problematice.
KLI´CˇOVA´ SLOVA
raketa, hladke´ prˇista´n´ı, diferencia´ln´ı rovnice, promeˇnna´ hmotnost
ABSTRACT
This thesis deals with the mathematical models which describe flight dynamics of
rocket. It mainly discusses the problem of smooth landing under different conditions,
but it also deals with the range of a rocket. Certain models are provided with
numerical solutions. The thesis also contains theoretical introduction to given issue.
KEYWORDS
rocket, smooth landing, differential equation, variable mass
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U´VOD
Bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ soustavami s promeˇnnou hmotnost´ı. Specia´lneˇ modely
dynamiky letu rakety.
Chceme-li se zaby´vat dynamikou letu rakety, mus´ıme si uveˇdomit, zˇe velkou cˇa´st
hmotnosti rakety tvorˇ´ı palivo a okyslicˇovadlo. Vlivem spalova´n´ı paliva a okyslicˇovadla
docha´z´ı v pr˚ubeˇhu letu ke zmeˇneˇ hmotnosti rakety. Raketa je tedy typicky´m prˇ´ı-
kladem soustavy s promneˇnnou hmotnost´ı. K popisu dynamiky letu rakety mu˚zˇeme
vyuzˇ´ıt obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic (ODR).
Vzhledem k tomu, zˇe vsˇechny modely zmı´neˇne´ v te´to pra´ci jsou popsa´ny sousta-
vou ODR, je prvn´ı kapitola veˇnova´na za´kladn´ım vlastnostem ODR. Konkre´tneˇ jsou
zde zmı´neˇny diferencia´ln´ı rovnice n-te´ho rˇa´du a linea´rn´ı diferencia´ln´ı rovnice n-te´ho
rˇa´du (LODRn).
Druha´ kapitola se veˇnuje odvozen´ı za´kladn´ı rovnice te´to pra´ce, a to rovnice
Mesˇcˇerske´ho pro soustavu s promeˇnnou hmotnost´ı.
Trˇet´ı kapitola je veˇnova´na pohybovy´m rovnic´ım, ktere´ popisuj´ı pohyb rakety.
Jsou zde odvozeny pohybove´ rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor.
Ve cˇtvrte´ kapitole jsou pak z´ıskane´ poznatky aplikova´ny na konkre´tn´ı modely,
a to na proble´m hladke´ho prˇista´n´ı v 1D prostoru a na maxima´ln´ı dolet rakety
v 2D prostoru. Proble´m hladke´ho prˇista´n´ı je rˇesˇen pro trˇi r˚uzne´ prˇ´ıpady. Pro kon-
stantn´ı hmotnost rakety, pro promeˇnnou hmotnost rakety a nakonec pro konstantn´ı
hmotnost rakety s vlivem atmosfe´ry. Neˇktere´ z model˚u jsou pak pomoc´ı softwaru
MATLAB vyrˇesˇeny pro konkre´tn´ı hodnoty.
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1 ZA´KLADNI´ VLASTNOSTI ODR
1.1 Diferencia´ln´ı rovnice n-te´ho rˇa´du
V rovnic´ıch popisuj´ıc´ıch pohyb rakety vystupuj´ı diferencia´ln´ı rovnice n-te´ho rˇa´du.
V te´to kapitole si proto uvedeme jejich za´kladn´ı vlastnosti. Kapitola byla zpracova´na
podle [3].
Diferencia´ln´ı rovnic´ı n-te´ho rˇa´du rozumı´me rovnici tvaru
x(n) = f
(
t, x, x′, . . . , x(n−1)
)
, (1.1)
kde f je skala´rn´ı funkce n-promeˇnny´ch.
Rˇesˇen´ım rovnice (1.1) rozumı´me n-kra´t diferencovatelnou funkci x = ϕ(t) defi-
novanou na neˇjake´m intervalu I takovou, zˇe ϕ(n)(t) =f(t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n−1)(t))
pro kazˇde´ t ∈ I.
U´plny´m rˇesˇen´ım rovnice (1.1) rozumı´me rˇesˇen´ı x, ktere´ nen´ı zu´zˇen´ım zˇa´dne´ho
jine´ho rˇesˇen´ı.
Pocˇa´tecˇn´ım proble´mem rovnice (1.1) rozumı´me u´lohu naj´ıt rˇesˇen´ı rovnice (1.1),
ktere´ splnˇuje podmı´nky
x(t0) = x0, x
′(t0) = x′0, . . . , x
(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 (1.2)
Pocˇa´tecˇn´ı proble´m pro syste´m nelinea´rn´ıch diferencia´ln´ıch rovnic je tvaru
x′1 = f1(t, x1, . . . , xn),
x′2 = f2(t, x1, . . . , xn), (1.3)
...
x′n = fn(t, x1, . . . , xn), x(t0) = x0,
kde tucˇne´ x a x0 znacˇ´ı vektory.
Pozna´mka 1. Pocˇa´tecˇn´ı proble´m diferencia´ln´ı rovnice n-te´ho rˇa´du je ekvivalentn´ı
s pocˇa´tecˇn´ım proble´mem pro syste´m n rovnic prvn´ıho rˇa´du.
Pocˇa´tecˇn´ı proble´m (1.1),(1.2) mu˚zˇeme tedy prˇepsat jako
x′1 = x2, x1(t0) = x0,
x′2 = x3, x2(t0) = x
′
0,
...
... (1.4)
x′n−1 = xn, xn−1(t0) = x
(n−2)
0 ,
x′n = f(t, x1, . . . , xn), xn(t0) = x
(n−1)
0
3
a plat´ı, zˇe je-li x rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.1), (1.2), je n-tice funkc´ı
x, x′, . . . , x(n−1) rˇesˇen´ım (1.4). Je-li n-tice x1, x2, . . . , xn rˇesˇen´ım (1.4), je funkce x1
rˇesˇen´ım pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.1), (1.2).
Nyn´ı si uvedeme veˇtu o existenci rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.3).
Veˇta 1 (Peanova). Bud’te a, b ∈ R+, t0 ∈ R, x0 ∈ Rn a oznacˇme I = 〈t0, t0 + a〉,
D = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ b}. Necht’ funkce f : I ×D → Rn je spojita´. Pak existuje
alesponˇ jedno rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.3), ktere´ je definovane´ na intervalu
J := 〈t0, t0 + α〉, kde α := min(a, bm−1), m = max[t,x]∈I×D |f(t,x)|.
D˚ukaz: Mu˚zˇeme naj´ıt naprˇ´ıklad v [3].
Da´le si uvedeme veˇtu o jednoznacˇnosti rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.3).
Veˇta 2 (Picardova-Lindelo¨fova). Bud’te a, b ∈ R+, t0 ∈ R, x0 ∈ Rn a oznacˇme
J = 〈t0, t0+a〉, D = {x ∈ Rn : |x− x0| ≤ b}. Prˇedpokla´dejme, zˇe funkce f : J×D →
Rn je spojita´ a splnˇuje Lipschitzovu podmı´nku (vzhledem k x): existuje L ∈ R+0 tak,
zˇe plat´ı
|f(t,x)− f(t,y)| ≤ L |x− y| , [t,x] , [t,y] ∈ J ×D.
Pak existuje pra´veˇ jedno rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.3) definovane´ na intervalu
〈t0, t0 + δ〉 =: J+, kde
δ = min(a, bm−1),
prˇicˇemzˇ
m = max
[t,x]∈J×D
|f(t,x)| .
D˚ukaz: Nalezneme naprˇ´ıklad v [3].
Dı´ky pozna´mce 1 mu˚zˇeme neˇktere´ poznatky o syste´mech prˇene´st na rovnici
n-te´ho rˇa´du. O existenci a jednoznacˇnosti pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (1.1), (1.2) pak
vypov´ıdaj´ı na´sleduj´ıc´ı dveˇ veˇty.
Veˇta 3. Bud’te a, b ∈ R+, D = {(x1, . . . , xn) : |x1 − x0|+|x2 − x′0|+· · ·+|xn−x(n−1)0 |
≤ b}. Je-li funkce spojita´ na mnozˇineˇ 〈t0− a, t0 + a〉×D, pak ma´ pocˇa´tecˇn´ı proble´m
(1.1), (1.2) alesponˇ jedno rˇesˇen´ı.
Veˇta 4. Necht’ jsou splneˇny prˇedpoklady prˇedcha´zej´ıc´ı veˇty a necht’ funkce f splnˇuje
nav´ıc Lipschitzovu podmı´nku
|f(t, x1, . . . , xn)− f(t, y1, . . . , yn)| ≤ L (|x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn|)
pro (t, x1, . . . , xn), (t, y1, . . . , yn) ∈ 〈t0− a; t0 + a〉 ×D, pak pocˇa´tecˇn´ı proble´m (1.1),
(1.2) ma´ jedine´ rˇesˇen´ı definovane´ na intervalu 〈t0−α, t0+α〉, kde α > 0 je dostatecˇneˇ
male´.
4
1.2 LODRn
V te´to kapitole se budeme zaby´vat linea´rn´ı diferencia´ln´ı rovnic´ı n-te´ho rˇa´du, ktera´
se vyskytuje v rˇesˇeny´ch modelech. Kapitola byla zpracova´na podle [3], [4].
Linea´rn´ı diferencia´ln´ı rovnic´ı n-te´ho rˇa´du rozumı´me diferencia´ln´ı rovnici
x(n) + a1(t)x
(n−1) + · · ·+ an(t)x = f(t), (1.5)
kde a1(t), . . . , an(t) jsou rea´lne´ funkce definovane´ na neˇjake´m intervalu I ⊆ R.
Rˇesˇen´ım rovnice (1.5) rozumı´me funkci x = ϕ(t) definovanou na neˇjake´m inter-
valu J ⊆ I takovou, zˇe ϕ(n)(t) + a1(t)ϕ(n−1)(t) + · · · + an(t)ϕ(t) = f(t) pro kazˇde´
t ∈ J .
U´plny´m rˇesˇen´ım rovnice (1.5) rozumı´me rˇesˇen´ı x, ktere´ nen´ı zu´zˇen´ım zˇa´dne´ho
jine´ho rˇesˇen´ı.
Pocˇa´tecˇn´ım proble´mem rovnice (1.5) rozumı´me u´lohu naj´ıt rˇesˇen´ı rovnice (1.5),
ktere´ splnˇuje podmı´nky
x(t0) = ξ0, x
′(t0) = ξ1, . . . , x(n−1)(t0) = ξn−1.
Je-li v rovnici (1.5) prava´ strana f(t) = 0 pro ∀t ∈ I, mluv´ıme o homogenn´ı LODRn.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ, kdy je f(t) 6= 0 pro neˇjake´ t ∈ I, mluv´ıme o nehomogenn´ı
LODRn. Homogenn´ı LODRn je tedy tvaru
x(n) + a1(t)x
(n−1) + · · ·+ an(t)x = 0. (1.6)
Nyn´ı si uvedeme neˇktere´ specificke´ vlastnosti homogenn´ıch rovnic.
Veˇta 5. Jsou-li funkce x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xk = xk(t) rˇesˇen´ımi homogenn´ı
rovnice (1.6), pote´ take´ funkce
x = C1x1 + C2x2 + · · ·+ Ckxk, Ci ∈ R
je rˇesˇen´ım rovnice (1.6).
Rˇesˇen´ı rovnice (1.6) tvorˇ´ı tedy linea´rn´ı prostor.
Definice 1. Necht’ x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou rea´lne´, poprˇ´ıpadeˇ komplexn´ı funkce
rea´lne´ promeˇnne´ t, ktere´ jsou definova´ny na intervalu I. Rˇ´ıka´me, zˇe uvedene´ funkce
jsou na intervalu I linea´rneˇ neza´visle´, jestlizˇe vztah
C1x1(t) + C2x2(t) + · · ·+ Cnxn(t) = 0, x ∈ I
plat´ı pouze kdyzˇ C1 = C2 = · · · = Cn = 0, kde C1, C2, . . . , Cn jsou konstanty.
Je-li alesponˇ jedno Ck 6= 0, rˇ´ıka´me, zˇe uvedene´ funkce jsou na intervalu I linea´rneˇ
za´visle´.
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K zjiˇsteˇn´ı linea´rn´ı za´vislosti cˇi neza´vislosti mu˚zˇeme take´ vyuzˇ´ıt Wronske´ho de-
terminant.
Definice 2. Necht’ funkce x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou na interval I alesponˇ (n− 1)-
-kra´t spojiteˇ derivovatelne´. Pote´ determinant matice
W (t) =

x1(t) x2(t) · · · xn(t)
x′1(t) x
′
2(t) · · · x′n(t)
· · · · · · · · · · · ·
x
(n−1)
1 (t) x
(n−1)
2 (t) · · · x(n−1)n (t)

se nazy´va´ Wronske´ho determinant funkc´ı x1(t), x2(t), . . . , xn(t).
Linea´rn´ı neza´vislost rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice (1.6) pak posoud´ıme na za´kladeˇ
na´sleduj´ıc´ı veˇty.
Veˇta 6. Necht’ x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou partikula´rn´ı rˇesˇen´ı homogenn´ı LODRn
(1.6). Pak x1(t), x2(t), . . . , xn(t) jsou linea´rneˇ neza´visle´ na I, kdyzˇ a jen kdyzˇ
detW (t) 6= 0 pro ∀t ∈ I.
Definice 3. Syste´m rˇesˇen´ı x1(t), x2(t), . . . , xn(t) homogenn´ı rovnice (1.6), kde rˇesˇen´ı
jsou linea´rneˇ neza´visla´ na I, se nazy´va´ fundamenta´ln´ı syste´m rˇesˇen´ı rovnice (1.6).
Pro obecne´ rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice (1.6) plat´ı:
Veˇta 7. Necht’ funkce x1(t), x2(t), . . . , xn(t) tvorˇ´ı fundamenta´ln´ı syste´m rˇesˇen´ı ho-
mogenn´ı LODRn (1.6). Pak kazˇde´ rˇesˇen´ı x(t) te´to rovnice lze psa´t ve tvaru
x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) + · · ·+ Cnxn(t), (1.7)
kde C1, C2, . . . , Cn, jsou vhodne´ konstanty.
Chceme-li naj´ıt obecne´ rˇesˇen´ı nehomogenn´ı rovnice (1.5), vyuzˇijeme na´sleduj´ıc´ı
veˇty.
Veˇta 8. Obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (1.5) lze psa´t ve tvaru
x = xh + xp,
kde xh je obecne´ rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice prˇ´ıslusˇne´ k rovnici (1.5) (tedy obecne´
rˇesˇen´ı (1.7)) a xp je libovolne´ partikula´rn´ı rˇesˇen´ı rovnice (1.5).
Strukturu obecne´ho rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice jsme jizˇ stanovili. Zby´va´ tedy urcˇit
libovolne´ partikula´rn´ı rˇesˇen´ı. To mu˚zˇeme z´ıskat naprˇ´ıklad metodou variace konstant,
jej´ızˇ princip si nyn´ı uvedeme.
6
Pro jednoduchost si princip metody uka´zˇeme na nehomogenn´ı LODR2. Ma´me
tedy rovnici
x′′ + a1(t)x′ + a0(t)x = f(t), (1.8)
kde a1, a0 jsou rea´lne´ funkce promeˇnne´ t definovane´ na neˇjake´m intervalu I ⊆ R.
Je-li obecne´ rˇesˇen´ı prˇ´ıslusˇne´ homogenn´ı rovnice xh(t) = C1x1(t) + C2x2(t), parti-
kula´rn´ı rˇesˇen´ı rovnice (1.8) budeme hledat ve tvaru
x(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t), (1.9)
kde C1(t), C2(t) jsou nezna´me´ funkce. Derivac´ı rovnice (1.9) dostaneme
x′(t) = C ′1(t)x1(t) + C1(t)x
′
1(t) + C
′
2(t)x2(t) + C2(t)x
′
2(t).
Polozˇ´ıme-li polovinu scˇ´ıtanc˚u rovnu nule
C ′1(t)x1(t) + C
′
2(t)x2(t) = 0, (1.10)
derivace rovnice (1.9) se zjednodusˇsˇ´ı na tvar
x′(t) = C1(t)x′1(t) + C2(t)x
′
2(t).
Opeˇtovnou derivac´ı obdrzˇ´ıme
x′′(t) = C ′1(t)x
′
1(t) + C1(t)x
′′
1(t) + C
′
2(t)x
′
2(t) + C2(t)x
′′
2(t).
Dosad´ıme-li vyja´drˇen´ı prvn´ı a druhe´ derivace do rovnice (1.8), dostaneme
C ′1(t)x
′
1(t) + C1(t)x
′′
1(t) + C
′
2(t)x
′
2(t) + C2(t)x
′′
2(t) + a1(t)[C1(t)x
′
1(t) + C2(t)x
′
2(t)]+
+ a0(t)[C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t)] = f(t).
Protozˇe funkce x1(t), x2(t) jsou rˇesˇen´ım prˇ´ıslusˇne´ homogenn´ı rovnice, soucˇet vsˇech
cˇlen˚u rovnice obsahuj´ıc´ıch C1(t), C2(t) je roven nule. Tedy
C ′1(t)x
′
1(t) + C
′
2(t)x
′
2(t) = f(t). (1.11)
Vztahy (1.10) a (1.11) tvorˇ´ı soustavu dvou rovnic pro nezna´me´ C ′1(t), C
′
2(t). Determi-
nant takove´to soustavy je Wronske´ho determinant. Vzhledem k linea´rn´ı neza´vislosti
funkc´ı x1(t), x2(t) je Wronske´ho determinant pro ∀t ∈ I r˚uzny´ od nuly. Soustava
dvou rovnic (1.10) a (1.11) ma´ tedy jednoznacˇne´ rˇesˇen´ı na cele´m intervalu I.
Integrac´ı C ′1(t), C
′
2(t) dostaneme C1(t) a C2(t), ktere´ dosad´ıme do rovnice (1.9),
a z´ıska´me tak partikula´rn´ı rˇesˇen´ı xp nehomogenn´ı rovnice (1.8). Prˇi integraci pokla´-
da´me integracˇn´ı konstanty rovny nule, protozˇe hleda´me partikula´rn´ı rˇesˇen´ı. Obecne´
rˇesˇen´ı nehomogenn´ı rovnice (1.8) z´ıska´me pak ze vztahu
x = xh + xp.
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2 FYZIKA´LNI´ ODVOZENI´ SOUSTAVY
S PROMEˇNNOU HMOTNOSTI´
Typicky´m prˇ´ıkladem soustavy s promeˇnnou hmotnost´ı je raketa. Hmotnost rakety
je z velke´ cˇa´sti tvorˇena hmotnost´ı paliva a okyslicˇovadla. Vlivem spalova´n´ı paliva se
tedy jej´ı hmotnost v pr˚ubeˇhu letu meˇn´ı.
Abychom mohli popsat pohyb rakety s promeˇnnou hmotnost´ı, vyuzˇijeme za´kona
o zachova´n´ı hybnosti.
m
~v
m + ∆m
~v + ∆~v
−∆m
~U
y y
(a) (b)
vymezena´
soustava
vymezena´
soustava
Obr. 2.1: Vymezen´ı soustavy [2].
Na obra´zku 2.1 (a) je zachycena raketa o hmotnosti m a rychlosti v v cˇase t.
Obra´zek 2.1 (b) ukazuje raketu v cˇase t+∆t. Hmotnost rakety v d˚usledku u´bytku
paliva klesla na hodnotu m+∆m (zmeˇna hmotnosti ∆m < 0) a jej´ı rychlost vzrostla
na hodnotu v + ∆v. Vy´raz −∆m reprezentuje hmotnost zplodin, ktere´ opousˇteˇj´ı
raketu rychlost´ı U . Vymez´ıme-li soustavu tak, aby zahrnovala raketu i zplodiny
opousˇteˇj´ıc´ı raketu, bude tato soustava uzavrˇena´ a izolovana´.
Uzavrˇena´ soustava je takova´ soustava, ve ktere´ nedocha´z´ı k vy´meˇneˇ hmoty
mezi soustavou a jej´ım okol´ım.
Izolovanou soustavou rozumı´me soustavu, na kterou nep˚usob´ı zˇa´dne´ vneˇjˇs´ı
s´ıly.
Hybnost soustavy raketa-zplodiny se nemeˇn´ı a plat´ı
mv = (m+ ∆m)(v + ∆v) + (−∆m)U.
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U´pravou z´ıska´me
m∆v = −∆m(v + ∆v − U). (2.1)
Zavedeme-li relativn´ı rychlost zplodin vzhledem k raketeˇ jako
u = (v + ∆v)− U,
dosta´va´me
m∆v = −∆mu.
Vydeˇlen´ım te´to rovnice de´lkou cˇasove´ho intervalu ∆t dostaneme rovnici
m
∆v
∆t
= −u∆m
∆t
. (2.2)
Pro ∆t→ 0 dostaneme z rovnice (2.2) rovnici pro okamzˇite´ hodnoty velicˇin
m
dv
dt
= −udm
dt
. (2.3)
Derivaci rychlosti podle cˇasu reprezentuje okamzˇite´ zrychlen´ı rakety. Vy´raz dm
dt
znacˇ´ı
u´bytek hmotnosti. Zavedeme-li rychlost spotrˇeby paliva R
[
kg
s
]
jako
R = −dm
dt
> 0,
rovnice (2.3) prˇejde na tvar
ma = Ru (rovnice Mesˇcˇerske´ho)1. (2.4)
Vy´raz Ru v rovnici (2.4) ma´ rozmeˇr s´ıly
([
kg
s
m
s
= N
])
a vyjadrˇuje tah motoru. Tah
za´vis´ı pouze na vlastnostech konkre´tn´ıho motoru.
1Ivan Vsevolodovicˇ Mesˇcˇerskij (Archangel, 1859 - Leningrad, 1935) - rusky´ fyzik, jeden ze za-
kladatel˚u mechaniky teˇles s promeˇnnou hmotnost´ı [5].
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3 ODVOZENI´ POHYBOVY´CH ROVNIC
V te´to kapitole odvod´ıme rovnice popisuj´ıc´ı pohyb rakety.
3.1 Pohybove´ rovnice v 1D prostoru
Vyjdeme z druhe´ho Newtonova za´kona∑
~F = m~a,
kde ∑
~F = ~F1︸︷︷︸
tah motoru
+ ~F2︸︷︷︸
t´ıhova´ s´ıla
(3.1)
V rovnici (3.1) jsme zanedbali vliv odporove´ s´ıly. V prˇ´ıpadeˇ vlivu odporove´ s´ıly by
na prave´ straneˇ rovnice (3.1) vystupoval jesˇteˇ vektor ~F3 vyjadrˇuj´ıc´ı vliv odporove´
s´ıly.
Dosad´ıme-li do rovnice (3.1) za tah motoru vy´raz Ru, z´ıskany´ z Mesˇcˇerske´ho
rovnice, a za t´ıhovou s´ılu −mg, kde g je t´ıhove´ zrychlen´ı, dostaneme∑
~F = R~u−m~g.
Z druhe´ho Newtonova za´kona tedy plyne
m~a = R~u−m~g.
Hmotnost raketym, relativn´ı rychlost zplodin vzhledem k raketeˇ u a rychlost spotrˇeby
paliva R = −dm
dt
jsou obecneˇ funkc´ı cˇasu. Poloha rakety v cˇase t je tedy da´na sou-
stavou diferencia´ln´ıch rovnic
m(t)y¨(t) = R(t)u(t)−m(t)g
m˙ = −R(t),
kde y(t) oznacˇuje vy´sˇku rakety v cˇase t.
3.2 Pohybove´ rovnice v 2D prostoru
Rovnici (2.1), ktera´ vyjadrˇuje za´kon zachova´n´ı hmotnosti, prˇep´ıˇseme do vektorove´ho
tvaru.
m∆~v = −∆m(~v + ∆~v − ~U)
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α(t)
~v
y
x
Obr. 3.1: Zobrazen´ı u´hlu α(t) charakterizuj´ıc´ıho pohyb rakety.
V ose x dostaneme
m∆vx = −∆m(v cosα + ∆v cosα− U cosα). (3.2)
Zaveden´ım relativn´ı rychlosti ~u zplodin v˚ucˇi raketeˇ
~u = (~v + ∆~v)− ~U
u cos = v cosα + ∆v cosα− U cosα (pro osu x)
a podeˇlen´ım rovnice (3.2) de´lkou cˇasove´ho intervalu ∆t dostaneme rovnici
m
∆vx
∆t
= −∆m
∆t
u cosα,
kterou uprav´ıme na tvar
max = Ru cosα.
Obdobneˇ pro osu y
may = Ru sinα.
Z Newtonova druhe´ho za´kona obdrzˇ´ıme soustavu diferencia´ln´ıch rovnic
m(t)x¨(t) = R(t)u(t) cosα(t)
m(t)y¨(t) = R(t)u(t) sinα(t)−m(t)g
m˙ = −R(t),
kde jej´ı rˇesˇen´ı x(t), y(t) popisuje polohu rakety v cˇase t.
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3.3 Pohybove´ rovnice v 3D prostoru
Budeme postupovat obdobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ dvourozmeˇrne´ho prostoru. Zvol´ıme-li
u´hly φ a ψ podle obra´zku 3.2, dostaneme soustavu diferencia´ln´ıch rovnic (3.3), ktera´
popisuje polohu rakety v cˇase t
m(t)x¨(t) = R(t)u(t) sinψ(t) sinφ(t)
m(t)y¨(t) = R(t)u(t) sinψ(t)−m(t)g (3.3)
m(t)z¨(t) = R(t)u(t) sinψ(t) cosφ(t)
m˙ = −R(t),
kde jej´ı rˇesˇen´ı x(t), y(t), z(t) popisuje polohu rakety v cˇase t.
φ(t)
~vxz
x
z
ψ(t)
~vyz
y
z
Obr. 3.2: Zobrazen´ı u´hl˚u φ(t), ψ(t), ktere´ charakterizuj´ı pohyb rakety.
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4 MODELY DYNAMIKY LETU RAKETY
4.1 Proble´m hladke´ho prˇista´n´ı
Pojmem hladke´ prˇista´n´ı rakety rozumı´me, zˇe raketa dosedne na povrch s nulovou
rychlost´ı. Matematicky tedy pozˇadujeme y(tk) = 0 a y˙(tk) = 0, kde tk je cˇas prˇista´n´ı
rakety na povrchu.
y
t0
tk
y(0) = H
y˙(0) = V
y(tk) = 0
y˙(tk) = 0
R(t) = 0 t ∈ 〈0, t0〉
R(t) = K t ∈ 〈t0, tk〉
~v
t ∈ 〈0, tk〉
m
Obr. 4.1: Hladke´ prˇista´n´ı.
Jak ukazuje obra´zek 4.1, ma´me raketu o hmotnosti m, ktera´ ma´ v cˇase t = 0 urcˇitou
vy´sˇku H a rychlost V . Abychom doc´ılili nulove´ rychlosti prˇi prˇista´n´ı, mus´ıme v urcˇity´
cˇas t0 zapnout motor rakety, ktery´ zpomaly´ rychlost rakety azˇ na pozˇadovanou
nulovou rychlost prˇi dosednut´ı na povrch. Vliv motoru popisuje rˇ´ıd´ıc´ı funkce R(t)
R(t) =
{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉.
(4.1)
Tato rˇ´ıd´ıc´ı funkce je po cˇa´stech spojita´. V cˇase t ∈ 〈0, t0〉 je nulova´ a v cˇase t ∈ 〈t0, tk〉
naby´va´ urcˇite´ konstantn´ı hodnoty. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o konstantu K.
V te´to kapitole se budeme zaby´vat modely v 1D prostoru. Raketa se tedy bude
pohybovat po prˇ´ımce kolme´ k povrchu. Konkre´tneˇ budeme rˇesˇit:
• Hladke´ prˇista´n´ı rakety s konstantn´ı hmotnost´ı
– Hmotnost rakety je po celou dobu jej´ıho pohybu konstantn´ı. Plat´ı
m(t) = m0 = konst.
• Hladke´ prˇista´n´ı rakety s promeˇnnou hmotnost´ı
– Hmotnost rakety je funkc´ı cˇasu. S prˇiby´vaj´ıc´ım cˇasem hmotnost klesa´
(v d˚usledku spalova´n´ı paliva).
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• Hladke´ prˇista´n´ı rakety s konstantn´ı hmotnost´ı s vlivem atmosfe´ry
– V tomto modelu na raketu p˚usob´ı, na rozd´ıl od prˇedcha´zej´ıc´ıch, jesˇteˇ
odporova´ s´ıla.
4.1.1 Konstantn´ı hmotnost bez vlivu atmosfe´ry
Pohyb rakety s konstantn´ı hmotnost´ı m0 popisuje diferencia´ln´ı rovnice druhe´ho rˇa´du
m0y¨(t) = R(t)u(t)−m0g.
Vydeˇlen´ım rovnice vy´razem m0 dosta´va´me
y¨(t) =
R(t)u
m0
− g, (4.2)
kde
R(t) =
{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉
je rˇ´ıd´ıc´ı funkce, m0 je pocˇa´tecˇn´ı hmotnost rakety, u = konst a g je t´ıhove´ zrychlen´ı.
Rovnici spocˇ´ıta´me pro t ∈ 〈0, t0〉 a pro t ∈ 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉
Diferencia´ln´ı rovnice (4.2) ma´ tvar
y¨(t) = −g. (4.3)
Jej´ı integrac´ı dostaneme
y˙(t) = −gt+ c1.
Opeˇtovnou integrac´ı dostaneme jizˇ obecne´ rˇesˇen´ı, ktere´ je tvaru
y(t) = −1
2
gt2 + tc1 + c2.
Po dosazen´ı pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek y(0) = H, y˙(0) = V z´ıska´me integracˇn´ı konstanty
c1 = V , c2 = H. Rˇesˇen´ı rovnice (4.3) pak ma´ tvar
y(t) = H + V t− 1
2
gt2.
b) t ∈ 〈t0, tk〉
Diferencia´ln´ı rovnice ma´ tvar
¨¯y(t) = AK − g, (4.4)
kde A = u
m0
. Rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice (4.4) s nulovou pravou stranou je
y¯h = c¯1 + tc¯2.
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Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı hleda´me ve tvaru
y¯p = c1(t) + tc2(t).
Metodou variace konstant dosta´va´me(
1 t
0 1
)(
c˙1(t)
c˙2(t)
)
=
(
0
AK − g
)
,
c2(t) =
∫
(AK − g)dt = AKt− gt,
c˙1(t) + tc˙2(t) = 0,
c1(t) = −
∫
AKtdt+
∫
gtdt = −AK t2
2
+ g t
2
2
.
Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı rovnice (4.4) ma´ pote´ tvar
y¯p =
1
2
AKt2 − 1
2
gt2.
Obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (4.4) je tedy
y¯(t) = c¯1 + tc¯2 +
1
2
AKt2 +
1
2
gt2.
Pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky y¯(t0) = y(t0), ˙¯y(t0) = y˙(t0) vycha´zej´ı ze spojitosti rˇesˇen´ı
v bodeˇ t0. Po jejich dosazen´ı do obecne´ho rˇesˇen´ı obdrzˇ´ıme integracˇn´ı konstanty
c¯1 = H +
1
2
AKt20, c¯2 = V − AKt0. Rˇesˇen´ı rovnice (4.4) pak ma´ tvar
y¯(t) = H +
1
2
AKt20 + V t− AKt0t+
1
2
AKt2 − 1
2
gt2. (4.5)
Abychom dosa´hli hladke´ho prˇista´n´ı, pozˇadujeme y¯(tk) = 0, ˙¯y(tk) = 0. Dosazen´ım
teˇchto podmı´nek do tvaru rˇesˇen´ı (4.5) dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou
nezna´my´ch t0 a tk.
V − AKt0 + AKtk − gtk = 0 (4.6)
H +
1
2
AKt20 + V tk − AKt0tk +
1
2
AKt2k −
1
2
gt2k = 0 (4.7)
Z rovnice (4.6) si vyja´drˇ´ıme cˇas tk
tk =
AKt0 − V
B
, (4.8)
kde B = AK − g. Dosad´ıme-li vy´raz (4.8) do rovnice (4.7), dostaneme kvadratickou
rovnici
t20
(
AK
2
− (AK)
2
B
+
(AK)3 − (AK)2g
2B2
)
+ t0
(
2V AK
B
+
2V AKg − (AK)2V
B2
)
+
+
(
H − V
2
B
+
AKV 2 − V 2g
2B2
)
= 0.
(4.9)
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Z rovnic (4.8) a (4.9) pak pro konkre´tn´ı hodnoty mu˚zˇeme spocˇ´ıtat cˇasy t0 a tk, ktere´
oznacˇuj´ı cˇas zapnut´ı motoru rakety a cˇas ukoncˇen´ı prˇista´n´ı. K vy´pocˇtu byl pouzˇit
software MATLAB.
u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1]
1000 50 9,81 1000 11000 0
Tab. 4.1: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj´ıc´ı v modelu.
Pro tato konkre´tn´ı data obdrzˇ´ıme
t0 = 42, 4571 s,
tk = 52, 8205 s.
4.1.2 Promeˇnna´ hmotnost bez vlivu atmosfe´ry
Pohyb rakety s promeˇnnou hmotnost´ı popisuje soustava diferencia´ln´ıch rovnic
m(t)y¨(t) = R(t)u(t)−m(t)g (4.10)
m˙(t) = −R(t), (4.11)
kde R(t) je stejna´ rˇ´ıd´ıc´ı funkce jako v prˇ´ıpadeˇ pohybu rakety s konstantn´ı hmotnost´ı,
definovana´ vztahem (4.1), u(t) budeme opeˇt povazˇovat za konstantn´ı a da´le budeme
psa´t pouze u. Soustavu vyrˇesˇ´ıme na cˇasovy´ch intervalech 〈0, t0〉 a 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉
Rˇesˇen´ı rovnice (4.11) je konstantn´ı,m(t) = m0, kdem0 je pocˇa´tecˇn´ı hmotnost rakety.
Dosad´ıme-li toto rˇesˇen´ı do rovnice (4.10), dosta´va´me
y¨(t) = −g. (4.12)
Rovnice (4.12) je totozˇna´ s rovnic´ı (4.3). Jej´ı obecne´ rˇesˇen´ı je tedy
y(t) = −1
2
gt2 + tc1 + c2.
Dosazen´ım pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek y(0) = H a y˙(0) = V obdrzˇ´ıme rˇesˇen´ı rovnice
(4.12)
y(t) = H + V t− 1
2
gt2.
b) t ∈ 〈t0, tk〉
Vzhledem k (4.1) je rovnice (4.11) ve tvaru
m˙(t) = −K.
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Jej´ı integrac´ı z´ıska´me
m(t) = −Kt+ c.
Z pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky m(t0) = m0 plyne
m(t) = −Kt+Kt0 +m0.
Dosad´ıme-li toto rˇesˇen´ı do rovnice (4.10), z´ıska´me diferencia´ln´ı rovnici druhe´ho rˇa´du
¨¯y(t) =
Ku
Kt0 −Kt+m0 − g. (4.13)
Rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice (4.13) s nulovou pravou stranou je
y¯h = c¯1 + tc¯2.
Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı hleda´me ve tvaru
y¯p = c1(t) + tc2(t).
Metodou variace konstant dosta´va´me(
1 t
0 1
)(
c˙1(t)
c˙2(t)
)
=
(
0
Ku
Kt0−Kt+m0 − g
)
,
tedy
c2(t) =
∫ (
Ku
Kt0 −Kt+m0 − g
)
dt = −u
∫ −K
Kt0 −Kt+m0dt− gt =
= −u ln |Kt0 −Kt+mo| − gt
a
c1(t) =u
∫ −K
Kt0 −Kt+mo tdt+
∫
gtdt = ut ln |Kt0 −Kt+mo| −
− u
∫
ln |Kt0 −Kt+m0| dt+ g t
2
2
= ut0 ln |Kt0 −Kt+mo|+
+
um0
K
ln |Kt0 −Kt+mo|+ ut− ut0 − um0
K
+ g
t2
2
.
Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı je tedy
y¯p = ln |Kt0 −Kt+mo|
(
ut0 +
um0
K
)
+ ut− ut0 − um0
K
− 1
2
gt2.
Z homogenn´ıho a partikula´rn´ıho rˇesˇen´ı dosta´va´me obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (4.13).
y¯ = c¯1 +tc¯2 +ln |Kt0 −Kt+mo|
(
ut0 − ut+ um0
K
)
+ut−ut0− um0
K
− 1
2
gt2. (4.14)
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Integracˇn´ı konstanty c¯1 a c¯2 z´ıska´me z podmı´nek y¯(t0) = y(t0) a ˙¯y(t0) = y˙(t0).
Derivac´ı rovnice (4.14) podle cˇasu t z´ıska´me
˙¯y = c¯2 − ut0K
Kt0 −Kt+m0 − u ln |Kt0 −Kt+mo|+
utK − um0
Kt0 −Kt+m0 + u− gt
a odtud pak
c¯2 = V + u ln |mo| .
Pro integracˇn´ı konstantu c¯1 plat´ı
c¯1 = H +
um0
K
− ln |mo|
(
ut0 +
um0
K
)
.
Rˇesˇen´ı rovnice (4.13) je
y¯ =H − ln |mo|
(
ut0 − ut+ um0
K
)
+ V t+ ln |Kt0 −Kt+mo|
(
ut0 − ut+ um0
K
)
+
+ ut− ut0 − 1
2
gt2. (4.15)
K dosazˇen´ı hladke´ho prˇista´n´ı mus´ı by´t splneˇny podmı´nky y¯(tk) = 0 a ˙¯y(tk) = 0.
Dosazen´ım teˇchto podmı´nek do rovnice (4.15) z´ıska´me soustavu dvou rovnic o ne-
zna´my´ch t0 a tk.
u ln |mo|+ V − ut0K
Kt0 −Ktk +m0 −
um0
Kt0 −Ktk +m0 − u ln |Kt0 −Ktk +mo|+
+
utkK
Kt0 −Ktk +m0 + u− gtk = 0 (4.16)
H − ln |m0|
(
ut0 − utk + um0
K
)
+ V tk + ln |Kt0 −Ktk +mo|
(
ut0 − utk + um0
K
)
+
+ utk − ut0 − 1
2
gt2k = 0 (4.17)
U´pravou rovnice (4.16) dosta´va´me
ln |Kt0 −Ktk +mo| = V + u ln |mo| − gtk
u
. (4.18)
Po odlogaritmova´n´ı
exp
(
V + u ln |mo| − gtk
u
)
= Kt0 −Ktk +m0.
Pro cˇas t0 tedy plat´ı
t0 =
exp
(
V+u ln|mo|−gtk
u
)
+Ktk −m0
K
. (4.19)
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Dosazen´ım rovnic (4.18) a (4.19) do rovnice (4.17) z´ıska´me rovnici s jedinou nezna´mou,
kterou je tk.
H − ln |mo|
uexp
(
V+u ln|mo|−gtk
u
)
+Ktk −m0
K
− utk + um0
K
+ V tk+
+
V + u ln |mo| − gtk
u
uexp
(
V+u ln|mo|−gtk
u
)
+Ktk −m0
K
− utk + um0
K
+ utk−
− u
exp
(
V+u ln|mo|−gtk
u
)
+Ktk −m0
K
− 1
2
gt2k = 0
(4.20)
Z rovnic (4.19) a (4.20) mu˚zˇeme pro konkre´tn´ı hodnoty spocˇ´ıtat cˇasy t0 a tk, ktere´
oznacˇuj´ı cˇas zapnut´ı motoru rakety a cˇas ukoncˇen´ı prˇista´n´ı. Soustava rovnic (4.19),
(4.20) je obecneˇ nelinea´rn´ı. Budeme ji rˇesˇit numericky pomoc´ı softwaru MATLAB.
u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1]
1000 50 9,81 1000 11000 0
Tab. 4.2: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj´ıc´ı v modelu.
Pro tato konkre´tn´ı data obdrzˇ´ıme
t0 = 43, 2228 s,
tk = 51, 1089 s.
Cˇas t0, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti prˇedcha´zej´ıc´ımu prˇ´ıkladu s kon-
stantn´ı hmotnost´ı vysˇsˇ´ı hodnoty. To znamena´, zˇe raketa zapne motor pozdeˇji, cozˇ
je v souladu s nasˇ´ım ocˇeka´va´n´ım. Raketa totizˇ prˇi chodu motoru ztra´c´ı hmotnost
a motor tak nemus´ı po celou dobu chodu brzdit raketu s pocˇa´tecˇn´ı hmotnost´ı.
4.1.3 Konstantn´ı hmotnost s vlivem atmosfe´ry
Nyn´ı budeme prˇedpokla´dat raketu o konstantn´ı hmotnosti, na kterou p˚usob´ı, oproti
prˇedesˇly´m prˇ´ıpad˚um, jesˇteˇ odporova´ s´ıla
FD =
1
2
ρv2CDA,
kde ρ je hustota vzduchu, v je rychlost rakety, CD je koeficient odporu, A je pr˚urˇez
rakety.
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V nasˇem prˇ´ıpadeˇ vyja´drˇ´ıme odporovou s´ılu zjednodusˇeneˇ vztahem γ(y˙)2, kde γ je
kladna´ konstanta. Pohyb rakety je tedy popsa´n diferencia´ln´ı rovnic´ı
m(t)y¨(t) = R(t)u(t)−m(t)g + γ(y˙)2.
Hmotnost rakety m(t) je konstantn´ı, tedy m(t) = m0. Konstantn´ı je i relativn´ı
rychlost zplodin v˚ucˇi raketeˇ u(t) = u. R(t) je opeˇt rˇ´ıd´ıc´ı funkce
R(t) =
{
0, t ∈ 〈0, t0〉
K, t ∈ 〈t0, tk〉.
Rovnici tedy mu˚zˇeme upravit na tvar
y¨(t) =
R(t)u
m0
− g + γ
m0
(y˙)2. (4.21)
Rovnici (4.21) vyrˇesˇ´ıme na cˇasovy´ch intervalech t ∈ 〈0, t0〉 a t ∈ 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉 Rovnice (4.21) ma´ tvar
y¨(t) = −g + γ
m0
(y˙)2. (4.22)
Oznacˇ´ıme-li S = γ
m0
, dosta´va´me
v˙(t) = −g + Sv2,
kde v = y˙(t). Jedna´ se o rovnici se separovany´mi promeˇnny´mi, kterou uprav´ıme na
tvar
1
Sv2 − gdv = dt.
Na´slednou integrac´ı z´ıska´va´me
−
tanh−1
(√
S
g
v
)
√
Sg
= t+ c. (4.23)
Z pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky v(0) = V vypocˇ´ıta´me integracˇn´ı konstantu
c = −
tanh−1
(√
S
g
V
)
√
Sg
.
Po dosazen´ı integracˇn´ı konstanty do rovnice (4.23) dosta´va´me rovnici
−
tanh−1
(√
S
g
v
)
√
Sg
= t−
tanh−1
(√
S
g
V
)
√
Sg
,
kterou uprav´ıme na tvar
v(t) =
√
g
S
tanh
(
W
√
Sg − t
√
Sg
)
, (4.24)
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kdeW =
tanh−1
(√
S
g
V
)
√
Sg
. Integrac´ı rovnice (4.24), ktera´ prˇedstavuje rychlost rakety
v cˇase t, dostaneme obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (4.22).
y(t) = − 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t− w))∣∣∣+ c (4.25)
Po dosazen´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky y(0) = H z´ıska´me integracˇn´ı konstantu
c = H +
1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ .
Integracˇn´ı konstanta a rovnice (4.25) na´m da´va´ rˇesˇen´ı rovnice (4.22)
y(t) = − 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t−W ))∣∣∣+H + 1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ , (4.26)
ktere´ vyjadrˇuje polohu rakety v cˇase t ∈ 〈0, t0〉.
b) t ∈ 〈t0, tk〉
Rovnice (4.21) ma´ tvar
¨¯y(t) =
Ku
m0
− g + γ
m0
( ˙¯y)2. (4.27)
Oznacˇen´ım S = γ
m0
a P = Ku
m0
− g dostaneme
˙¯v(t) = P + Sv¯2,
kde v¯ = y˙(t). Jde o rovnici se separovany´mi promeˇnny´mi, kterou uprav´ıme na tvar
1
P + Sv¯2
dv¯ = dt.
Integrac´ı z´ıska´me
tan−1
(√
S
P
v¯
)
√
SP
= t+ c. (4.28)
Pocˇa´tecˇn´ı podmı´nka v¯(t0) = v(t0) plyne ze spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0. Z rovnice
(4.24) dosta´va´me pocˇa´tecˇn´ı podmı´nku ve tvaru
v¯(t0) =
√
g
S
tanh
(
W
√
Sg − t0
√
Sg
)
.
Po jej´ım dosazen´ı do rovnice (4.28) obdrzˇ´ıme integracˇn´ı konstantu
c =
tan−1
(√
S
P
√
g tanh(
√
Sg(W−t0))√
S
)
√
SP
− t0.
Z integracˇn´ı konstanty a rovnice (4.28) z´ıska´me rovnici
tan−1
(√
S
P
v¯
)
√
SP
= t+
tan−1
(√
g tanh(
√
Sg(W−t0))√
P
)
√
SP
− t0,
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kterou uprav´ıme na tvar
v¯(t) =
√
P
S
tan
(
t
√
SP + tan−1
(√
g tanh
(√
Sg(W − t0)
)
√
P
)
− t0
√
SP
)
. (4.29)
Rovnice (4.29) vyjadrˇuje rychlost rakety v cˇase t ∈ 〈t0, tk〉. Jej´ı integrac´ı dostaneme
obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (4.27).
y¯(t) = −
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))
+
√
SP (t− t0)
))
S
+ c (4.30)
Ze spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0 a rovnice (4.26) obdrzˇ´ıme
y¯(t0) = − 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t0 −W ))∣∣∣+H + 1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ .
Dosazen´ım tohoto vztahu do rovnice (4.30) z´ıska´me integracˇn´ı konstantu
c =
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))))
S
− 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t0 −W ))∣∣∣+
+H +
1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ .
Z obecne´ho rˇesˇen´ı (4.25) a integracˇn´ı konstanty z´ıska´me jizˇ rˇesˇen´ı rovnice (4.27),
ktere´ je tvaru
y¯(t) =−
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))
+
√
SP (t− t0)
))
S
+
+
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))))
S
−
− 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t0 −W ))∣∣∣+H + 1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ .
(4.31)
Abychom doc´ılili hladke´ho prˇista´n´ı, pozˇadujeme podmı´nky y¯(tk) = 0 a ˙¯y(tk) = 0.
Dosad´ıme-li tyto podmı´nky do (4.29) a (4.31), z´ıska´me soustavu dvou nelinea´rn´ıch
rovnic o nezna´my´ch t0 a tk.√
P
S
tan
(
tk
√
SP + tan−1
(√
g tanh
(√
Sg(W − t0)
)
√
P
)
− t0
√
SP
)
= 0 (4.32)
−
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))
+
√
SP (tk − t0)
))
S
+
+
ln
(
cos
(
tan−1
(√
g
P
tanh
(√
Sg(W − t0)
))))
S
−
− 1
S
ln
∣∣∣cosh(√Sg(t0 −W ))∣∣∣+H + 1
S
ln
∣∣∣cosh(W√Sg)∣∣∣ = 0 (4.33)
Z rovnic (4.32) a (4.33) mu˚zˇeme pro konkre´tn´ı hodnoty spocˇ´ıtat cˇasy t0 a tk, ktere´
oznacˇuj´ı cˇas zapnut´ı motoru rakety a cˇas ukoncˇen´ı prˇista´n´ı. Nelinea´rn´ı soustavu
rovnic (4.32), (4.33) mu˚zˇeme pro konkre´tn´ı data rˇesˇit naprˇ´ıklad pomoc´ı softwaru
MATLAB.
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u [m · s−1] K [kg · s] g [m · s−2] m0 [kg] H [m] V [m · s−1] γ [−]
1000 50 9,81 1000 11000 0 0,03
Tab. 4.3: Tabulka hodnot pro konstanty vystupuj´ıc´ı v modelu.
Pro tato konkre´tn´ı data obdrzˇ´ıme
t0 = 45, 7007 s,
tk = 54, 7140 s.
Cˇas t0, kdy raketa zapne motor, dosahuje oproti prˇ´ıkladu s konstantn´ı hmotnost´ı
bez vlivu atmosfe´ry vysˇsˇ´ı hodnoty. Raketa tedy zapne motor pozdeˇji, cozˇ je v sou-
ladu s nasˇ´ım ocˇeka´va´n´ım. Na raketu totizˇ p˚usob´ı nav´ıc odporova´ s´ıla, ktera´ beˇhem
prˇista´n´ı raketu brzd´ı.
4.2 U´loha o maxima´ln´ım doletu rakety
V te´to kapitole se budeme zaby´vat 2D modelem, ktery´ bude prˇedstavovat maxima´ln´ı
dolet rakety.
Ve 2D prostoru je poloha rakety urcˇena soustavou diferencia´ln´ıch rovnic
m(t)x¨(t) = R(t)u(t) cosα(t)
m(t)y¨(t) = R(t)u(t) sinα(t)−m(t)g (4.34)
m˙ = −R(t).
Budeme uvazˇovat raketu s pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami
x(0) = x˙(0) = 0
y(0) = y˙(0) = 0 (4.35)
m(0) = m0.
Chceme-li zjistit dolet rakety, mus´ıme pozˇadovat podmı´nku
y(tk) = 0, (4.36)
tedy, zˇe poloha rakety v ose y je v cˇase prˇista´n´ı tk nulova´.
Z optima´ln´ıho rˇ´ızen´ı je zna´ma na´sleduj´ıc´ı veˇta.
Veˇta 9. Necht’ R˜(t), α˜(t), kde 0 ≤ t ≤ tk, je optima´ln´ı rˇesˇen´ı u´lohy (4.34)-(4.36),
x(tk)→ max .
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Pak existuje t0, 0 < t0 < tk tak, zˇe
R˜(t) =
{
K, t ∈ 〈0, t0〉
0, t ∈ 〈t0, tk〉
, α˜(t) =
{
α˜, t ∈ 〈0, t0〉
lib., t ∈ 〈t0, tk〉
,
kde α˜ je vhodna´ konstanta splnˇuj´ıc´ı 0 ≤ α˜ ≤ pi
2
.
D˚ukaz: Lze nale´zt naprˇ´ıklad v [1].
Z veˇty 9 lze videˇt, zˇe funkce R(t), α(t) je vhodne´ hledat ve tvaru
R(t) =
{
K, t ∈ 〈0, t0〉
0, t ∈ 〈t0, tk〉
, (4.37)
α(t) =
{
α, t ∈ 〈0, t0〉
lib., t ∈ 〈t0, tk〉
. (4.38)
α
~v
y
x
y(0) = 0
y˙(0) = 0
x(0) = 0
x˙(0) = 0
y(tk) = 0
R(t) = K t ∈ 〈0, t0〉 R(t) = 0 t ∈ 〈t0, tk〉
α(t) = α t ∈ 〈0, t0〉 α(t) = lib. t ∈ 〈0, t0〉
t0
Obr. 4.2: Dolet rakety.
Soustavu diferencia´ln´ıch rovnic (4.34) vyrˇesˇ´ıme tedy nejdrˇ´ıve na cˇasove´m intervalu
t ∈ 〈0, t0〉 a pote´ na intervalu t ∈ 〈t0, tk〉.
a) t ∈ 〈0, t0〉
Pro tento cˇasovy´ interval plat´ı
m˙(t) = −K.
Integrac´ı a dosazan´ım podmı´nky m(0) = m0 dostaneme
m(t) = −Kt+m0.
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Dosad´ıme-li tento vy´sledek do rovnic soustavy (4.34), s ohledem na (4.37) a (4.38)
obdrzˇ´ıme dveˇ diferencia´ln´ı rovnice druhe´ho rˇa´du
x¨(t) =
uK cosα
−Kt+m0 , (4.39)
y¨(t) =
uK sinα
−Kt+m0 − g. (4.40)
Nejdrˇ´ıve vyrˇesˇ´ıme rovnici (4.39). Jej´ı integrac´ı dosta´va´me
vx(t) =
∫
uK cosα
−Kt+m0dt = −u cosα
∫ −K
−Kt+m0dt = −u cos ln |−Kt+m0|+ c.
Dosazen´ım pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky vx(0) = 0 obdrzˇ´ıme integracˇn´ı konstantu
c = u cosα ln |m0| .
Pro rychlost rakety v ose x tedy plat´ı
vx(t) = −u cosα ln |−Kt+m0|+ u cosα ln |m0| . (4.41)
Opeˇtovnou integrac´ı rovnice (4.41) z´ıska´me
x(t) =
∫
−u cosα ln |−Kt+m0| dt+
∫
u cosα ln |m0| dt =
= −u cosα(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt
K
+ u cosα ln |m0| t+ c.
Po dosazen´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky x(0) = 0 dostaneme integracˇn´ı konstantu
c = −u cosαm0 ln |m0|
K
.
Polohu rakety v ose x tedy urcˇuje rovnice
x(t) =− u cosα(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt
K
+ u cosα ln |m0| t−
− u cosαm0 ln |m0|
K
.
(4.42)
Nyn´ı vyrˇesˇ´ıme rovnici (4.40). Jej´ı integrac´ı dosta´va´me
vy(t) =
∫
uK sinα
−Kt+m0dt−
∫
gdt = −u sinα ln |−Kt+m0| − gt+ c.
Dosazen´ım pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky vy(0) = 0 obdrzˇ´ıme integracˇn´ı konstantu
c = u sinα ln |m0| .
Pro rychlost rakety v ose y tedy plat´ı
vy(t) = −u sinα ln |−Kt+m0| − gt+ u sinα ln |m0| . (4.43)
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Opeˇtovnou integrac´ı rovnice (4.43) z´ıska´me
y(t) =
∫
−u sinα ln |−Kt+m0| dt−
∫
gtdt+
∫
u sinα ln |m0| dt =
= −u sinα(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt
K
− g t
2
2
+ u sinα ln |m0| t+ c.
Po dosazen´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky y(0) = 0 dostaneme integracˇn´ı konstantu
c = −u sinαm0 ln |m0|
K
.
Polohu rakety v ose y tedy urcˇuje rovnice
y(t) =− u sinα(Kt−m0) ln |−Kt+m0| −Kt
K
− g t
2
2
+ u sinα ln |m0| t−
− u sinαm0 ln |m0|
K
.
(4.44)
b) t ∈ 〈t0, tk〉
Pro tento cˇasovy´ interval plat´ı
˙¯m(t) = 0.
Integrac´ı a dosazen´ım podmı´nky m¯(t0) = m(t0), ktera´ plyne ze spojitosti rˇesˇen´ı
v bodeˇ t0, dostaneme
m¯(t) = −Kt0 +m0.
Dosad´ıme-li tento vy´sledek do rovnic soustavy (4.34), s ohledem na (4.37) a (4.38)
obdrzˇ´ıme dveˇ diferencia´ln´ı rovnice druhe´ho rˇa´du
x¨(t) = 0, (4.45)
y¨(t) = −g. (4.46)
Nejdrˇ´ıve vyrˇesˇ´ıme rovnici (4.45). Integrac´ı te´to rovnice dosta´va´me
v¯x(t) = c.
Na za´kladeˇ spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0 z´ıska´me integracˇn´ı konstantu z podmı´nky
v¯x(t0) = vx(t0), kde vx(t0) = −u cosα ln |−Kt0 +m0| + u cosα ln |m0| . Integracˇn´ı
konstanta je tak tvaru
c = −u cosα ln |−Kt0 +m0|+ u cosα ln |m0| .
Pro rychlost rakety v ose x tedy plat´ı
v¯x(t) = −u cosα ln |−Kt0 +m0|+ u cosα ln |m0| . (4.47)
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Opeˇtovnou integrac´ı rovnice (4.47) z´ıska´me
x¯(t) =
∫
−u cosα ln |−Kt0 +m0| dt+
∫
u cosα ln |m0| dt =
= −u cosα ln |−Kt0 +m0| t+ u cosα ln |m0| t+ c.
K urcˇen´ı integracˇn´ı konstanty vyuzˇijeme opeˇt spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0, ktera´ na´m
da´va´ podmı´nku x¯(t0) = x(t0), x(t0) z´ıska´me z rovnice (4.42). Integracˇn´ı konstanta
je tak tvaru
c =u cosα ln |−Kt0 +m0| t0 − u cosα(Kt0 −m0) ln |−Kt0 +m0| −Kt0
K
−
− u cosαm0 ln |m0|
K
.
Polohu rakety v ose x tedy urcˇuje rovnice
x¯(t) =− u cosα ln |−Kt0 +m0| t+ u cosα ln |m0| t+
+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u cosαm0 ln |m0|
K
.
(4.48)
Nyn´ı vyrˇesˇ´ıme rovnici (4.46). Jej´ı integrac´ı dosta´va´me
v¯y = −gt+ c.
Podmı´nka v¯y(t0) = vy(t0) plynouc´ı ze spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0, kde vy(t0) z´ıska´me
z rovnice (4.43), urcˇuje integracˇn´ı konstantu
c = −u sinα ln |−Kt0 +m0|+ u sinα ln |m0| .
Pro rychlost rakety v ose y tedy plat´ı
v¯y(t) = −gt− u sinα ln |−Kt0 +m0|+ u sinα ln |m0| . (4.49)
Opeˇtovnou integrac´ı rovnice (4.49) z´ıska´me
y¯(t) = −
∫
gtdt−
∫
u sinα ln |−Kt0 +m0| dt+
∫
u sinα ln |m0| dt =
= −g t
2
2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| t+ u sinα ln |m0| t+ c.
Znovu vyuzˇijeme spojitosti rˇesˇen´ı v bodeˇ t0 a z podmı´nky y¯(t0) = y(t0), kde y(t0)
z´ıska´me z rovnice (4.44), obdrzˇ´ıme integracˇn´ı konstantu
c = u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u sinαm0 ln |m0|
K
.
Polohu rakety v ose y tedy urcˇuje rovnice
y¯(t) =− g t
2
2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| t+ u sinα ln |m0| t+
+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u sinαm0 ln |m0|
K
.
(4.50)
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Pro cˇas prˇista´n´ı tk dostaneme z rovnic (4.48) a (4.50) rovnice
x¯(tk) =− u cosα ln |−Kt0 +m0| tk + u cosα ln |m0| tk+
+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u cosαm0 ln |m0|
K
,
y¯(tk) =− g t
2
k
2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| tk + u sinα ln |m0| tk+
+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u sinαm0 ln |m0|
K
.
Odsud mu˚zˇeme formulovat optimalizacˇn´ı u´lohu nelinea´rn´ıho programova´n´ı (s ne-
zna´my´mi t0, tk, α) tj. maximalizovat vy´raz
− u cosα ln |−Kt0 +m0| tk + u cosα ln |m0| tk+
+ u cosα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u cosαm0 ln |m0|
K
→ max
za omezen´ı
− g t
2
k
2
− u sinα ln |−Kt0 +m0| tk + u sinα ln |m0| tk+
+ u sinα
m0 ln |−Kt0 +m0|+Kt0
K
− u sinαm0 ln |m0|
K
= 0
a
0 ≤ α ≤ pi
2
0 < t0 < tk
−Kt0 +m0 −mk ≥ 0,
kde mk je hmotnost rakety v cˇase tk. Tuto u´lohu pak mu˚zˇeme rˇesˇit pro pevneˇ
dane´ parametry g, k,m0,mk, u pomoc´ı neˇjake´ho syste´mu pro rˇesˇen´ı optima´ln´ıch u´loh
nelinea´rn´ıho programova´n´ı. Naprˇ´ıklad pomoc´ı GAMS.
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ZA´VEˇR
C´ılem pra´ce bylo matematicky popsat soustavu s promeˇnnou hmotnost´ı. Konkre´tneˇ
jsme se zaby´vali raketou, jej´ızˇ hmotnost se v d˚usledku spalova´n´ı paliva (ktere´ tvorˇ´ı
prˇeva´zˇnou hmotnost rakety) beˇhem letu meˇn´ı. K popisu pohybu rakety jsme vyuzˇili
za´kona o zachova´n´ı hybnosti a druhe´ho Newtonova za´kona.
Nejdrˇ´ıve jsme odvodili pohybove´ rovnice pro 1D, 2D a 3D prostor. Vycha´zeli
jsme z druhe´ho Newtonova za´kona a z Mesˇcˇerske´ho rovnice, kterou jsme odvodili ze
za´kona zachova´n´ı hybnosti na za´kladeˇ vhodneˇ vymezene´ soustavy tvorˇene´ raketou
a zplodinami opousˇtej´ıc´ımi raketu.
Da´le jsme se zaby´vali proble´mem hladke´ho prˇista´n´ı v 1D prostoru. Postupneˇ jsme
zkoumali hladke´ prˇista´n´ı rakety s konstantn´ı hmotnost´ı, s promeˇnnou hmotnost´ı a na
za´veˇr jsme prˇ´ıpad prˇista´n´ı rakety s konstantn´ı hmotnost´ı doplnili o vliv atmosfe´ry.
Teoreticke´ poznatky jsme aplikovali na konkre´tn´ı data a obdrzˇeli jsme ocˇeka´va´ne´
vy´sledky. Tedy, zˇe v prˇ´ıpadeˇ rakety s promeˇnnou hmotnost´ı dojde k pozdeˇjˇs´ımu
zapnut´ı motoru oproti prˇ´ıpadu s konstantn´ı hmotnost´ı rakety a zˇe vliv atmosfe´ry
odda´l´ı zapnut´ı motoru.
Ve 2D prostoru jsme se zaby´vali u´lohou maxima´ln´ıho doletu rakety. Z teorie op-
tima´ln´ıho rˇ´ızen´ı jsme z´ıskali tvar funkc´ı R(t) a α(t), ktere´ dany´ model charakterizuj´ı.
Pra´ci by bylo mozˇne´ v budoucnu doplnit naprˇ´ıklad rozsˇ´ıˇren´ım 2D modelu o po-
zˇadavek hladke´ho prˇista´n´ı. Pro takto zvoleny´ model lze opeˇt vyuzˇ´ıt tvrzen´ı z op-
tima´ln´ıho rˇ´ızen´ı o existenci vhodne´ho tvaru funkc´ıR(t) a α(t). Da´le by bylo naprˇ´ıklad
mozˇne´ minimalizovat dobu letu cˇi navrhnout model pro minima´ln´ı spotrˇebu paliva.
Take´ bychom mohli rˇesˇit modely v 3D prostoru, cˇ´ımzˇ se zaby´va´ letecka´ dynamika.
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